Développement : Méthode de Gauss

Réf: Ramis "Tout-en-un pour la licence" Vol 2

Théoréme :

b b
1. laméthode [ f(x)w(x)dx =

n
Y. ll_f (x‘,) pour (xi) racines de Pth Lt )\i = Li(x) w(x) dxest d'ordre 2n+1
i
l b n ‘ L
2. S'ilexiste (X, . X, Ay v An)telle [ feOw)dx = ¥ lif (xl_) est d'ordre 2n+1 alors
a i=0

(xo, o X }‘o' An) est unique

n

b
2. On suppose qu'il existe (X , w, X , A, A)telle [ fF)w(x)dx = T Af(x)est d'ordre 2n+1
0 n 0 n " 0 © i o

=
b n

soit [ P(x)w(x)dx = ¥, AP(x)pourtoutP€R,  [X]
A i=0 i i 2n+1

soitQ(x) = [1(X — xi), degQ =n+1
i=0

VP € an[X] alors deg QP < 2n+1, ainsi la méthode est exacte pour le polyn QP
. b n
[QP@®) () dt = ¥ AQP(x)
a i=0
b

or Q(x‘,) = 0 pour tout i € [0, n] par construction de Q donc [ QP(t) m(t) dt = 0

a

Soit (Pn)la famille de polyndmes orthogonaux obtenue par le procédé d'orthogonalisation de Gram-Schmidt de la

. 1 B :
base canonique, alors dans Rn+1[X] P € Rn[X], etdim Rn[X] = 1.Prenons de plus Pn+1de coef dominant 1.

b
Comme J QP(t) (t) dt = Opour tout P € Rn[X] et degQ =n+1 alors dans Rn+1[X], Qe Ri[X] etdoncQet Pn+1
a 2

sont colinéaires. Ils ont un coef dominant 1 donc Q = Pn+1, etles (xl,) sont les racines de Pn+1.

Soit (Ll,) s les polyndmes d'interpolation élémentaires de Lagrange associés au syst {xo, sy xn}, ce sont des

polynomes de deg n.
b n

La méthode est exacte pour ces polynémes : 1) Lj(t) n(t)dt = } AiL),(xi) = )\},
a i=0

1. Les polyn orthogonaux pour ce prod scalaire (Pn+ 1) possédent (n+1) racines réelles distinctes.

Pour ces racines, on prend (Li) ]a famille de polynémes de Lagrange associée.

b b n
On pose Xi = Li(t) n(t) dt, on montre que la méthode [fOn@)dt = ¥ Aif(xl_) est d'ordre 2n+1
a a i=0

Elle est déja d'ordre au moins n car:
Par définition elle est exacte pour les polyndmes de Lagrange et que cette famille forme une base de Rn[X],

n b b n n b n
VPER [X],P = T BL,JP@OT(®)dt = [T BL®OT®dt =3 B JLOT® At = T Brorp; = P(x))
i=0 a ai=0 i=0 a i=0

b n
donc [ P(t) () dt = ¥ )\iP(xi) donc méthode d'ordre n.
a i=0



Soit P € R2n+1[X], il existe Q, Rtelsque P = QPH1 + RavecdegQ degR< n

b b b
JP@®)n(t)dt = [ QP (©)m(t)dt + JR()dt =< QP > * Z AR(x), carla méthode est d'ordre au
a a a

T i=0
moins n ~
Or< QP ., >= Ocar degQ< netP ., est orthoa Rn[X]

. b n
donc [ P(t) (t) dt = ¥ Al,R(xl_) or pour tout xi:P(x’_) = QPth 1(xl,) + R(xl,) = R(xl_)
a i=0
b

n
donc [ P(t) () dt = ¥ AiP(xi) et la méthode est exacte pour toutP€R, 1[X]
i=0

a

La méthode est d'ordre au moins 2n+1

et f Q*(x) m(x) > Oor Z A Qz(x) = 0 etdegQ = 2n+2doncla méthode est d'ordre 2n+1.
-1

Méthode de Gauss-Legendre
a= —1;b=1letn(x)= 1pourtoutx€[— 1; 1]

1
Le produit scalaire est: < P,Q >= [ P()Q(L) dt
-1

On orthogonalise la base canonique de R[X]={1,X, o ...}={QO, Q1' Qz, i}
P = Q,= i

1
[ xdx

<Q,P >
_ _ 1’ 0 =1 -
Pl—Q1 <PP>P0 X - . 1=X
f1dx
-1
IX3 1
[Xdx [ x*dx 2
P=Q_<QZ'P1>n_<QZ'P0>n___X2_-1 X — = 1=X2—--3—=X2—'1'
2 2~ <PP>T1 <P,P>"0 v 1 * 2 3
[ Xx*dx [1dx

-1 -1

Pour n=0, Pl(x) = x,saracine estx = 0, Lo(x) =1

1
doncA, = [L®dt =2
-1

1
On obtient que : [ f(t) dt = 2f(0)
=1

1 .
Pourn=1, Pz(x) =x* - <> ses racines sontx, = — 1/ etx, —\/ 3

a3 (x +\/—
Ona:L () = (_\/?\{;5 = 2\/_ (x — —\/——;)et L) = e e 2\/__ .;_)
1 1

On calcule: A, = [ Lt)dt =1eth = JL@®dt =1
-1 -1

1
donc flf(t)dt ~ f(—\/%_') + f(\/'};




